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Capitolo 1

Introduzione

A partire dalla rivoluzione scientifica del 1600, con Galileo e Newton, gli esperi-
menti hanno assunto un ruolo centrale nell'indagine fisica. E innegabile 'enorme
contributo che essi hanno apportato alla ricerca scientifica sino ad oggi, in cui
gli scienziati possono contare su laboratori d’avanguardia. Tuttavia, la ricerca
subisce inevitabilmente i limiti di quella stessa tecnologia che ne costituisce il
punto di forza e lascia vaste aree non indagate.

L’esplorazione di queste regioni, inaccessibili alla sperimentazione diretta,
rappresenta un’interessante speculazione intellettuale. In effetti, alcune delle
teorie che stanno alla base delle conoscenze attuali sul mondo fisico sono nate
come teorie speculative, che solo successivamente, dopo aver trovato le necessarie
conferme sperimentali, sono state accettate universalmente: si veda, ad esempio,
la teoria della relativita e la teoria dell’antimateria.

Nel 1931 il fisico inglese Paul A. Dirac (1902 - 1984) avanzd una nuova pre-
visione su basi puramente teoriche: quella della possibile esistenza dei monopoli
magnetici.

Un monopolo magnetico € una particella ipotetica che puo essere descritta
in termini elementari come un magnete con un solo polo. In termini piu tecnici
esso rappresenta una “carica magnetica” isolata.

E noto fin dall’antichita che i poli di un magnete non possono venire separati:
i primi sperimentatori osservarono che, se si divide un magnete, i suoi frammenti
sono altrettanti magneti completi, ciascuno con due poli.

Con l'introduzione del concetto di campo verso la meta del XIX secolo,
questa osservazione apparentemente elementare fu descritta rappresentando il
campo d’azione di un magnete come un insieme di linee di forza chiuse che
riempiono lo spazio. Questa proprieta delle linee di forza magnetiche e descritta
matematicamente mediante

rotH # 0. (1.1)

Qualsiasi magnete, naturale o artificiale, si comporta percio come un dipolo,
un sistema composto da due poli di polarita opposte indicate convenzionalmente
come nord e sud: le linee di forza fuoriescono dal polo nord e si richiudono su se
stesse attraverso il polo sud. La descrizione matematica di tale comportamen-
to, caratterizzato dal fatto fondamentale che le linee di forza non divergono, &
fornita dall’equazione

divH = 0, (1.2)



che esprime la condizione di assenza di sorgenti per il campo magnetico.
Il campo elettrico, invece, ammette monopoli di carica (ossia,

divE # 0) (1.3)

e, in condizioni stazionarie, € irrotazionale, cioé non ha linee di forza chiuse:
questa proprieta del campo elettrico viene espressa dall’equazione

rotE = 0. (1.4)

Per decenni, quindi, i monopoli magnetici furono considerati esclusivamente
come ipotesi teoretiche che risultavano utili per la semplificazione di alcuni cal-
coli. Gia verso la fine del XIX secolo Poincaré aveva analizzato, all’interno della
teoria elettromagnetica classica, il problema del moto di una particella carica
nel campo magnetico generato da un polo isolato. In questo tipo di ricerche
I’esistenza del monopolo veniva assunta a priori per via ipotetica.

La grande novita introdotta da Dirac fu il rivoluzionario atteggiamento con
cui affronto il problema. Egli si pose un obiettivo molto ambizioso: far emergere
Pesistenza di questa particella a posteriori, come conseguenza matematica della
teoria quantistica.

In diversi scritti ed interviste egli dichiard spesso di non aver mai attribuito
un interesse predominante alle conferme sperimentali delle sue teorie. Pur ac-
cettando che il giudizio ultimo sulla teoria risieda in questa verifica, egli presto
maggior attenzione alla consistenza interna, all’eleganza e alle qualita estetiche
della teoria in sé.

La posizione di Dirac ¢ dunque estremamente radicale: esistono i monopoli,
perché esiste la matematica che li puo descrivere.

La teoria di Dirac desto un grande interesse, dal momento che permetteva
di risolvere alcune problematiche nel campo dell’elettromagnetismo che erano
rimaste aperte. L’esistenza di monopoli porterebbe al completamento della dua-
lita tra elettricita e magnetismo: infatti, la presenza di cariche magnetiche iso-
late renderebbe perfettamente simmetriche le equazioni di Maxwell in presenza
di sorgenti di campo.

Un’altra importante conseguenza dell’esistenza di monopoli magnetici & la
quantizzazione della carica elettrica (fenomeno sperimentalmente verificato dal
fisico statunitense R. Millikan nel 1910). L’argomentazione di Dirac ha come
conclusione che la pura e semplice esistenza di un solo monopolo magnetico nel-
I’Universo darebbe una spiegazione della natura discreta della carica. Dal mo-
mento che la quantizzazione della carica costituisce uno dei misteri piu profondi
del mondo fisico, I'idea di Dirac possiede un grande fascino.

Discutendo la dinamica quantistica di un elettrone in presenza di un mono-
polo magnetico, Dirac dimostro che, per motivi di coerenza interna, la teoria
richiede la seguente condizione di quantizzazione:

% = g nez (1.5)
dove e ¢ la carica dell’elettrone, & & la costante di Planck ridotta e g e la carica
magnetica del monopolo. La discretezza della carica magnetica appare dunque
come una conseguenza dell’esistenza del monopolo. Inoltre, il valore di e &
determinato dal valore della carica magnetica g; inversamente, dal valore della



1 e? 1

costante di struttura fina® - = 13-, si deduce l'esistenza di monopoli magnetici
la cui costante di struttura fina magnetica e
2 2
n® [ hc 137
gD (Z) =22 (1.6)
he 4 \ e? 4

Con il presente elaborato si vuole investigare il ruolo del monopolo all’inter-
no della teoria dell’elettromagnetismo. In particolare, si puo suddividere questa
analisi in due grandi aree.

La prima parte affronta il problema da un punto di vista strettamente fisico:
inizialmente vengono riformulate le equazioni di Maxwell considerando la pre-
senza di cariche magnetiche isolate e viene discussa l'interazione di una carica
elettrica con un monopolo.

Successivamente viene presentata una versione semplificata dell’argomen-
tazione originale di Dirac, con la conseguente condizione di quantizzazione, e
vengono approfonditi alcuni aspetti, in particolare la presenza della cosiddetta
“stringa di Dirac”.

La seconda parte, piu matematica, si prefigge lo scopo di costruire un fi-
brato principale che descriva la situazione fisica di un monopolo e di ricavare
la condizione di quantizzazione di Dirac mediante il teorema di Gauss-Bonnet.
A tal fine, viene presentata una trattazione essenziale sui fibrati e una rapi-
da esposizione dei principali risultati nella teoria delle connessioni su fibrati
principali.

1La costante di struttura fina, introdotta per la prima volta da Sommerfeld, & una co-
stante fisica fondamentale che caratterizza la forza delle interazioni elettromagnetiche. E una
quantita adimensionale e il suo valore numerico & indipendente dal sistema di unita usato.



Capitolo 2

La concordanza con le leggi
di Maxwell

Le equazioni di Maxwell sono

divD = 4dmwp,
10B

tE = ———
"o c Ot
divB = 0

10D 4r

tH = ——— 4+ —1J.. 2.1

70 ot + p (2.1)

La terza equazione & equivalente a imporre che il campo magnetico B sia
generato dal rotore di un campo vettoriale A detto potenziale vettore:

B = rotA, (2.2)

se si sostituisce questa espressione nella seconda equazione si ha

10A
t|E+-—— | = 2.
ro ( +c 87,‘) 0, (2.3)
ossia 15A

dove V' ¢ una funzione scalare detta potenziale scalare.

Entrambi questi potenziali non sono univocamente determinati da E e B.
Infatti, i campi elettrico e magnetico rimangono invariati se i potenziali si
trasformano contemporaneamente nel modo seguente:

10x
—-—= 2.
Vv — Vv N (2.5)
A — A+Vy, (2.6)

dove x & una generica funzione scalare. Tali trasformazioni sono note sotto il
nome di trasformazioni di gauge.



Si supponga, adesso, che esistano cariche e correnti magnetiche, con densita
pm € Jy in aggiunta alle normali densita di carica e corrente elettrica p. e Je.
Allora le equazioni di Maxwell sarebbero:

divD = 4dmwp,
rotE = _19B 4—ﬂ-Jm
c Ot c
divB = Admp,
10D 4x
tH = ——+ —J.. 2.7
"o c Ot + c 2.7)

Si pud ammettere che le densita magnetiche soddisfino un’equazione di con-
tinuita della stessa forma delle grandezze elettriche:

1 B 4
0 = —div(rotE) = Ediv (8) + %div.]m =

ot

10 . dm .
= EE(dWB)—i_?dlem
10,
c ot

quindi ’equazione di continuita per le cariche magnetiche e la seguente:

4
A7 pm) + —ﬂ-dz’v.]m;
c

Ipm
ot
Da queste equazioni si ricava che l'esistenza di cariche e correnti magnetiche

avrebbe conseguenze elettromagnetiche osservabili. Si consideri, ora, la seguente
trasformazione di dualita:

divd, + =0. (2.8)

E = E'cosé+H'siné

D = D’cosé+B'siné

H = —E'sin¢+H cos¢

B = -D’'sin¢+ B’ cosé. (2.9)

Se ’angolo £ e reale, questa trasformazione lascia invariate le forme quadra-
tiche come ExH, (E-D + B - H). Se ora le sorgenti sono sottoposte alla stessa
trasformazione

pe = plLcosE+ plsiné

Jo = J_cos&+ 7, sing

pm = —pesin€+ pp, cosg

Jn = —J.sin¢+J/ cosé (2.10)

si vede subito che le equazioni di Maxwell generalizzate sono invarianti ri-
spetto alle trasformazioni eseguite, cioe che le equazioni dei campi primati
(E',D’,B’, H’) hanno la stessa forma delle (2.7) se si usano come sorgenti quelle
primate.

Tuttavia, e interessante notare che, affinché venga preservata la condizione
di quantizzazione sotto una trasformazione di dualita, 'angolo £ puo assumere
soltanto i seguenti valori (a meno di multipli di 7):

™
5*03 5



Infatti, si consideri il prodotto tra la densita di carica elettrica e la densita di
carica magnetica:

pepm = (plcosé + pl,sin€) (—p,sing + ph, cos€)
—  ppl(cos” € —sin” €) + () — (p)?) sin€cosé  (2.11)

Si supponga che p., = 0: allora si ha

pepm = (pl,)*sin€ cos €. (2.12)

Se si moltiplica tale espressione per un elemento di volume, si ottiene al pri-
mo membro il prodotto tra la carica elettrica e quella magnetica e al secondo
membro il quadrato di una carica magnetica moltiplicato per delle costanti; si
imponga, ora, la condizione di quantizzazione con n = 0 (ossia, si supponga che
non vi sia carica elettrica, g, = 0, oppure non vi sia carica magnetica, ¢, = 0):

0= (q,)*sinécosé.

Tale relazione e soddisfatta se e solo se siné = 0 oppure cos = 0, ossia se e
solo se I’angolo £ & uguale, rispettivamente, a km oppure a 3 + kw, con k € Z.

L’invarianza delle equazioni dell’elettrodinamica rispetto alle trasformazioni
di dualita indica che parlare di una particella come dotata di carica elettrica,
ma non di carica magnetica, & in realta una convenzione.

Il problema effettivo & se per tutte le particelle il rapporto tra carica elettrica
e magnetica e lo stesso. In tal caso, si puo eseguire una trasformazione di dualita
scegliendo ’angolo ¢ in modo tale che p,, = 0, J,, = 0 e le equazioni di Maxwell
si presentino nella forma consueta (2.1).

Se, per convenzione, si sceglie la carica elettrica e magnetica di un elettrone
ge = —e€, ¢ = 0, allora si sa dall’esperienza che per un protone ¢ ¢. = +e
mentre g, (nucleone)| < 2-10~2%e.

La conclusione &, dunque, con un’altissimo grado di esattezza, che le parti-
celle della materia ordinaria possiedono solo carica elettrica o, equivalentemente,
che il rapporto fra le loro cariche elettriche e magnetiche e lo stesso per tutte.
Per le altre particelle elementari, instabili, il problema della carica magnetica e
un po’ meno ben definito.

2.1 La formulazione covariante dell’elettroma-
gnetismo

Sia X una varieta di dimensione n; allora, 'operatore * definisce un’isomorfismo
AP(X"™) — A"P(X™), detto dualita di Hodge: ad ogni p-forma [, viene
associata 'unica (n — p)-forma *3 (detta duale di ) tale che

T(alf) = an(*P) (2.13)
Yo € AP(X™), dove
1 _ _
T= En-l...indx“ A Ada' = y/|det gldzt A - A da” (2.14)



¢ la forma volume di X (g ¢ la matrice di Gram della base) e («|3) ¢ il prodotto
interno di AP(X™) definito nel seguente modo:

(a]B) = =y, B0 (2.15)

1
!
se o = éail...ipdxil A+ ANdztr e 3= %6i1...ipdxi1 A Adzte,

Scegliendo, ad esempio, o = dz' A --- A dzP, si possono trovare i coefficienti
del duale *3:

ralp) = 67

1 ) )
WTl”'PiPJrl"'i”dxl Ao ANda? NdxPtr AN dl‘znﬁlmp

= da'' A---AdaP A

(n — p)! (*ﬁ)ip+1~~ind$i”+1 A Adzt

Quindi, sommando su tutte le permutazioni degli indici 1---p, si ha
* 1 IRRERY}
( ﬁ)i,,+y--in = ﬁTil"'i”Lﬁ P (2.16)

In particolare, si consideri X ~gmeo R* 10 spaziotempo e la seguente 2-forma
F su X (detta tensore di Faraday) che rappresenta il campo elettromagnetico:

1
F = §Fa5dxo‘ A dz” (2.17)

con coefficienti

0 Eq FEs FE3
_|—Ex 0 —Hs; H _
[Fog] = _E, Hs 0 H con o, 3=0,1,2,3. (2.18)

—-Es —-Hy, H; 0

Allora la sua forma duale & una (4 — 2 = 2)-forma con i seguenti coefficienti:
1
*pab — ieaﬁwa (2.19)

ossia, in forma matriciale,

0 —H, —H, —Hs
H 0 —E; DB,
H, FE; 0 —FE
Hy —-By E, 0

[*Fef) = con a, 3 =0,1,2,3. (2.20)

Le equazioni di Maxwell nel vuoto, date da

divE = 0
10B
tE = —-—
o c Ot
divB = 0
10E
tB = —— 2.21
o c ot’ (2.21)



sono estremamente simmetriche e sono invarianti sotto la trasformazione di

dualita elettromagnetica per £ = 5:
(E,B) — (B,-E).
In termini di F*#1, le equazioni di Maxwell diventano
DaF*P = 0 (2.22)
Do *F*P = 0 (2.23)

dove l'operatore J,, € cosi definito

10
Oa=|—-—7%,V ).
“ (c ot )
Mediante questa formulazione si puo scrivere la trasformazione di dualita in
forma piu compatta:

FoB . xpaB (2.24)
*FeB o _pes, (2.25)

In presenza di sorgenti elettriche, le equazioni di Maxwell assumono la se-
guente forma:

diwE = 4dmp
10B
tE = ———
"o c Ot
divB = 0
10E 4nm
tB = ——+ —1J, 2.26
"o c Ot + c (2.26)
ossia, in termini di F*8
4
OuF? = 2B (2.27)
c
Do *F*P = 0 (2.28)
dove
J* = (ep,J) (2.29)

¢ il quadrivettore delle correnti (o quadricorrente). Si pud osservare, quindi,
che la dualita viene preservata soltanto se si includono anche delle sorgenti
magnetiche K (analoghe a quelle elettriche) nelle equazioni di Maxwell. In
questo modo, si ottiene:

Do FP = ?Jﬁ’ (2.30)
4

8, *FB = LB, (2.31)
C

0 —-E1 —-Ey -—E3

[Faﬂ} _ Ey 0 —Hs Ho
Eo Hs 0 —H;
E3s —H» Hy 0



La trasformazione di dualitd viene completata con una trasformazione simile
per le sorgenti:

J* — K° (2.32)
K — —J (2.33)

Infine, le equazioni di continuita assumono la seguente forma covariante:

Bad® = 0 (2.34)
0. K* = 0. (2.35)

10



Capitolo 3

La condizione di
quantizzazione di Dirac

3.1 Discussione sulla condizione di quantizzazio-
ne con considerazioni semiclassiche
Si consideri la deviazione di una particella di carica e e massa m da parte

del campo di un monopolo magnetico di carica g. La geometria dell'urto e
schematizzata nella figura (3.1) (si supponga che I'urto avvenga nel vuoto).

|
|
|
D - em B

Figura 3.1: Una particella carica passa accanto ad un monopolo magnetico.
La particella incide con velocita v parallela all’asse z e parametro d’urto b e

subisce I’azione del campo magnetico radiale del monopolo, B = %r , secondo
la forza di Lorentz:

F:e(E+%><B>:SV><B. (3.1)

11



Nell’approssimazione in cui ’angolo di deflessione sia piccolo, 'unica forza
agente durante il tempo d’urto & diretta secondo 1’asse y'

ev gb
——————— F, =0 3.2
c (b4 v2t2)3/2’ (3:2)

e I'impulso totale trasmesso alla particella e

+o00 +oo
egub dt
Apy = /_Oo Fydt = c /_(><> (02 + v2t2)372

F,~0, F,= “uB, =
’ c

egub 1 _ 1 e .
c 202 (-3 +1) (b2 +v2e2)1/2)
egub (=1) (=2) _ 2eg

c b2 v ch

Dal momento che I'impulso ha la direzione dell’asse y, la particella deviera
fuori del piano < x, z >, ossia in direzione azimutale rispetto all’asse x.

Si osservi, adesso, il momento angolare L della particella. La componente di
L nella direzione z & inizialmente nulla, mentre dopo 1'urto risulta?

2
AL. = bAp, = %, (3.3)

indipendente dal paramentro d’urto b e dalla velocita v della particella.

La variazione della componente z del momento angolare ha dunque un valore
universale, dipendente soltanto dal prodotto eg e dalla velocita della luce, per
qualunque particella carica che si muova in presenza di un monopolo magnetico
in quiete, a qualunque distanza questo si trovi.

Se si ammette ora che qualunque variazione di momento angolare deve essere
un multiplo di A, si perviene immediatamente alla condizione di quantizzazione
di Dirac3.

Il carattere di universalita della variazione del momento angolare di una
particella carica in moto in presenza di un monopolo magnetico puo essere
spiegato considerando la quantita di moto angolare posseduta dai campi di una
carica elettrica puntiforme in presenza di un monopolo magnetico anch’esso
puntiforme. Si supponga che il monopolo g si trovi nel punto x = R e la carica
e sia in x = 0, come indicato in figura (3.2); i campi elettrico e magnetico in
tutto lo spazio sono i seguenti

g _ 1y e
B = ﬁn,, E = _ev ( 7") = ﬁn (34)
dover’ = |x — R|, r = |x| en e n’ sono i versori in direzione, rispettivamente,
di (x—R)ex.
Il momento angolare L., € dato dall’integrale di volume di x x g, dove
ExB

g = - ¢ la densita di momento elettromagnetico.

1By = Brcospsing = T%COS(O)% = f—;’ con r = /22 +y2 + 22 = /b2 + (vt)2.
2AL =r x Ap = (0,0,bAp,) poiché r = (b,0,0) e Ap = (0,bAp,, 0) allistante dell'urto.
3Questa dimostrazione & dovuta essenzialmente a Goldhaber ed enunciata in [6].

12



Figura 3.2: Campo creato da una particella di carica elettrica puntiforme in
presenza di un monopolo magnetico.

Osservazione 1. L’impulso elettromagnetico totale € nullo, ossia

P, = / g d®x = 0. (3.5)
R3
Dimostrazione.
1 9
Pow = [ pBxBax= L [ B Do

rs 4mce mc Jrs T T/

ge X x—R

ane Jus b7 R

ge. x X R 3

dre Jro [x x - RP?

E sempre possibile scegliere un sistema di riferimento tale che x = (z,y,2) e
R = (0,0, R), ossia in modo tale che la carica puntiforme si trovi nell’origine e
il monopolo giaccia sull’asse z. In questo caso si ha
ge —yR
Popoe = — dxdydz =0
’ dmc Jus @+ 7+ 2P (@2 + g2 + (2 — R YT
ge TR
P., = — dxdydz =0
em,y dme Jrs (22 + 92 + 22)3/2(22 + 42 + (2 — R)2)3/2 rayaz
Pen. = 0.

L’annullamento dei primi due integrali ¢ dovuto al fatto che la funzione in-
tegranda ¢ una funzione, rispettivamente, dispari in y e in = e il dominio di
integrazione & pari. O

L’annullamento del momento totale P.,, implica che il momento angolare
elettromagnetico Le,, € indipendente dalla scelta dell’origine.

13



Proposizione 2. Il momento angolare elettromagnetico é indipendente dalla
distanza tra la carica elettrica e quella magnetica; in particolare, si hat

g R

Lo — 3.6
) c R (36)
Dimostrazione.
1
Lew = — [ xx(ExB)dx=-"— xx(EXB)d?’x:
dme Jgs dme Jgs r2
1
S —n x (n x B) d®x
dme Jgs T
Dal momento che n x (n xB) = —n x (Bxn) = —[B(n-n) —n(n-B)] =
—[B —n(n-B)], si ha
1 B
Len=-—— [ “B-nmn-B)dx=-—— [ |=-%(x-B)| &*
dme Jgs T drwe Jgs |7 13
Tale espressione ¢ equivalente® a
e .
Loy =—— B- d?
e dme Jgs (B-V)ndx

Integrando per parti, si ottiene

. 3 €
= Tre Js n (divB) d°x - Sn(B ‘ng) da
dove il secondo addendo e l'integrale “di bordo” di una superficie S posta al-
Iinfinito e ng € la normale esterna a tale superficie. Sostituendo 1’espressione
di B e scegliendo come superficie S il bordo di una palla centrata in R, si vede
facilmente che l'integrale di superficie & uguale a’

g/ndQ:g/ X Sind dddep = 0.
S S=[0,7]x[0,27] x|

Dal momento che B & generato da un monopolo puntiforme, la sua divergenza
& pari a 4mgd(x — R); sostituendo, si ottiene la tesi:
eg X eg R

L = — — Ea— 3 = —_——
em = RS(S(X R)‘X|dx .-

4Questo risultato fu enunciato per la prima volta da J.J. Thomson in 8].
5Lo si pud dimostrare per componenti. Ad esempio, la componente z & uguale a

B 2By + zyBy + 2B,

r r3 ’
conr = \/m; tale quantita ¢ uguale a
B + B + B )
T ox Y Jy * 0z

dove ngy = % ¢ la prima componente del versore n.

6% possibile dimostrare anche questo risultato per componenti. Ad esempio, la componente
z € uguale a

T 27 T
g/ sin? 19d19/ cospdp = g/ sin? 9 dd [sin @](2)" =0;
0 0 0

un risultato simile si trova per le restanti componenti.
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Se ora consideriamo il processo d’urto della figura (3.1) e il momento angolare
del sistema, somma di quello della particella e di quello del campo elettroma-
gnetico, troviamo che esso rimane invariato. La variazione (3.3) del momento
angolare della particella e esattamente compensata dalla variazione del momento
angolare elettromagnetico (3.6) dovuta al rovesciamento del vettore R.

3.2 L’argomentazione originale di Dirac

Nello sviluppare la meccanica quantistica di un elettrone in presenza di un
monopolo magnetico ¢ opportuno cambiare il meno possibile la struttura for-
male delle interazioni elettromagnetiche, per esempio conservando 1’espressione
dell’operatore Hamiltoniano di interazione” nella forma consueta

e2
2

Hp =V — —p-A+ A-A. (3.7)
mc

2mc
Per ottenere questo risultato con una carica magnetica € necessario usare un
artificio. La carica magnetica g viene concepita come l'estremita di una fila di
dipoli o di un sottilissimo solenoide avvolto molto strettamente, che si estende
fino all’infinito.

Poiché il potenziale vettore di un dipolo magnetico & A = TXX

|x‘3 )
il suo momento magnetico, il contributo elementare dA al potenziale vettore in

un punto x dello spazio, dovuto al dipolo elementare dm situato in x’ ¢ dato da

dove m ¢

dA(x) = dm x V' (1,|) : (3.8)

|x — x
Il momento di dipolo infinitesimo, inoltre, &€ uguale a
dm = gdl, (3.9)

dove g e la carica magnetica e rappresenta la densita per unita di lunghezza del
momento di dipolo. Il potenziale vettore risulta, quindi, pari a

A(x) :g/Ldlx v (|X1X,> :g/LW. (3.10)

"L’equazione di Schrédinger per una particella in assenza di campo & uguale a:

2
o) .0
2 v =ih—
Qmw ! atw7

2
dove la quantita QP—m viene chiamata Hamiltoniano libero. In presenza di un campo

elettromagnetico, invece, ’equazione assume la seguente espressione:

1 e \2 0
— (p- 7A) T+ VY =ih—
2m (p c v v 8t¢

dove si e applicata la cosiddetta “sostituzione minimale” p — p — %A, con V e A, rispettiva-
mente, 1 potenziali scalare e vettore delle sorgenti. Si puo osservare che, svolgendo i calcoli, il
primo membro dell’equazione & uguale alla somma di due addendi:

1 e? e
lib int) Y= | P A — —Pp-
(Hyip + Hing) 9 ( 2+< SA-A A+V>>w
mc

2m 2me

I’Hamiltoniano libero e quello che viene denominato Hamiltoniano di interazione, entrambi
applicati alla funzione d’onda 1.
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Hdl

Figura 3.3: Due rappresentazioni del monopolo magnetico e della stringa di
Dirac.

Proposizione 3. Il potenziale vettore A ha le sequenti componenti, in coordi-
nate sferiche:
g(l—cosd) g 9
A =0, Ay =0, A, = == = Ztan(=). 3.11
" v v rsin r (2) ( )
Dimostrazione. Senza perdita di generalita, si supponga che il monopolo si trovi
nell’origine e la stringa L coincida con il semiasse z negativo. Il potenziale
vettore assume, quindi, la seguente espressione:

/700 dZ/

Ay = —gy 3

0 (\/x2+y2+ (Z*Z/)Q)
— 00 d/

Ay, = ga:/ : 3
0 (\/x2+y2+(z—z’)2>

A, = 0

Calcolando separatamente I'integrale, si ha

7 = /_°° dz' :/+°° —dw _
0 (\/x2+y2+(z—z’)2)3 z (\/mf’

+oo
a2 g2 /22 + 4% + w2 -
4

_ 1 14 z
a2y /2 +y2+22)
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Allora, passando in coordinate polari, si ottiene:

_cosd —1
Cr2sin?9
Inoltre
A, = Agsindcosp+ Aysintdcosp + A, cost =0
Ay = Agcosvcosp+ Aycosvsing — A, sind =0
1—cost
A, = —Azsincp—ﬁ—Aycosgo:w.

rsin
O

Osservazione 4. Il potenziale vettore non e definito per ¥ = 7, ossia € singolare
lungo la stringa L.

Proposizione 5. Il campo magnetico B = rotA ha la forma Coulombiana del
campo di carica puntiforme, eccetto che per 9 = .

Dimostrazione. 1l rotore di un campo vettoriale in coordinate sferiche ha la
seguente rappresentazione:

1 .
(rotA), = T (09(Apsind) — 0,Ay)
(rotAd), = % (0r(rAy) — 09 A;)
1 1
(rotA)y = . <sim9a’9AT — 8,»(7&4@)

Nel caso in esame, si ottiene, V(r, ¢, ¥) € [0,4+00) x [0,27] x [0,7):

_ 1 91— _9
(rotA), = rsinﬁaﬂ (r(l cos 19)) =3
(rotA), = 0
1 g(1 — cos¥)
A = ——0p _— =
(rotA)s ra ( sin ) 0
Da cio segue la tesi. O

Il flusso magnetico concatenato con una spira circolare di raggio Rsin,
come indicato nella figura (3.4), ¢ pari a

O, = 2mg(1—cos?), se 0 << g (3.12)
& = —2mg(l+cos?), se g <dv<m (3.13)

Infatti, nel caso in cui 0 < ¥ < 7, si consideri come superficie 3, avente come
bordo la spira circolare 7 (vedi figura (3.4)), la calotta sferica superiore. In
questo modo, B risulta costante su Y. Il flusso &€ dunque uguale a

® = /EB ‘nda=|B|-AX) = %QWRQ(l —cos?) = 2mg(1l — cos V).
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Figura 3.4: La spira «y nel caso 0 < 9 < 3.

Con analoghi ragionamenti si ricava il flusso nel caso § < ¥ < 7 (si consideri
come superficie 3 la calotta inferiore e come versore normale n il versore diretto
verso lalto).

E possibile calcolare il flusso totale concatenato con la spira v sfruttando
l’espressione ﬁ/ A - dlL

/B~nda:/rotA-nda:%A~dl (3.14)
b b)) ¥

per il teorema di Stokes; dove
1 = (Rsin 9 cos p, Rsin¥sin ¢, R cos ¥)
con R, ¥ costanti,
Rsin¥(—sinp)

dl=| Rsindcosy | dyp
0

Il potenziale vettore A & definito nel seguente modo:

A, —A,singp + Ay cos g cos) + A, cos psind —Agsing
A= |A,| = | Agcosp+ Agsinpcosd + A, sinpsind | = | A, cosp
A, —Aysind + A, cos? 0

>
S
I

2
/0 (Rsin? A, sin® p + Rsind A, cos® p)dp =

2
Rsin 19A¥,/ dp = 2nRsinvA, =
0
2mg(1 — cos ). (3.15)

18



Osservazione 6. ﬁy A - dl = &, mentre
7{A ~dl—®_ =2mg(1 — cos?) 4+ 2mg(1 + cos¥) = 4mg.
~

D’altra parte, ﬁyA -dl € il flusso del campo magnetico attraverso la calotta
sferica superiore e ®_ & 'opposto del flusso del campo magnetico attraverso
la calotta inferiore (le due calotte sono individuate dalla spira v); quindi, la
differenza appena calcolata & uguale alla somma dei due flussi esterni del campo
B, ossia ¢ pari al flusso magnetico totale attraverso 'intera superficie sferica 52
che circonda il monopolo.

Dioiale = B nda= 47Tg (316)
52

La singolarita del potenziale vettore lungo la corda L puo essere spiegata con
lesistenza di un campo magnetico B’ molto intenso all’interno del solenoide;
questo convoglia lungo la corda un flusso magnetico di ritorno pari a —4mg che
compensa il flusso uscente dal monopolo. Il campo dovuto al solo monopolo &

dunque uguale a
Bmonopolo =rotA — BI (317)

dove B’ & diverso da zero solo lungo la corda (cioe all’interno del solenoide).
Accettando espressione (3.10) come 'espressione corretta per il potenziale
vettore A(x) del monopolo e della sua corda, resta da affrontare il problema
dell’arbitrarieta della configurazione della corda. E evidente che il valore delle
osservabili fisiche non deve dipendere dalla scelta della configurazione.

Figura 3.5: Due corde diverse L e L’ danno potenziali vettori di monopolo che
differiscono per una trasformazione di gauge.
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Si considerino due corde diverse L e L'; la differenza dei due corrispondenti
potenziali vettori ¢ data dal seguente integrale

A~ AG) =g [

C X =X

1
dl x V' (I’I) (3.18)
dove C = L' — L & la curva chiusa che circonda l'area S, come si vede nella
figura (3.5). Risulta, quindi,

Al (x) = A(x) + gVQ(x) (3.19)

dove Q) e I'angolo solido con il vertice in P che sottende il contorno C'. Con-
frontando tale espressione con le equazioni di trasformazione di gauge definite
nel capitolo 2 (A — A’ = A + V), si conclude che il passare dalla corda L
alla corda L’ equivale ad eseguire una trasformazione di gauge con y = ¢). In
conclusione, ad ogni diversa configurazione della corda corrisponde una diversa
gauge per il potenziale. D’altro canto, in meccanica quantistica, il cambiamento
di gauge dei potenziali elettromagnetici lascia invariata ’equazione di Schrodin-
ger purché I'equazione d’onda venga contemporaneamente trasformata secondo
la legge

b — ) = e (3.20)

dove e ¢ la carica della particella e & la funzione di gauge®. Una variazione della
configurazione della corda deve percio essere accompagnata da una variazione
di fase della funzione d’onda dell’elettrone

b — ' = pel(FE)2, (3.21)

Siccome ) varia bruscamente di 47 quando ’elettrone attraversa la superficie
S, la funzione d’onda risulterebbe polidroma, a meno che non si imponga

I g = 2mn, conn € Z. (3.22)
he

In conclusione, la condizione di quantizzazione di Dirac deriva dall’esigenza di
invarianza di gauge e di univocita della funzione d’onda, cioé dall’indipendenza
dalla posizione della corda del monopolo.

3.3 Discussione sulla stringa di Dirac

La presenza di una stringa infinita di singolarita associata ad un monopolo &
essenzialmente un’ipotesi di lavoro, dal momento che presenta una situazione
non fisica e di difficile trattazione teorica.

Si potrebbe sostenere che la singolarita del potenziale vettore sia fisicamente
ininfluente, essendo il potenziale nient’altro che un artefatto matematico uti-
lizzato nel calcolo dei campi, che sono le sole entita con un significato fisico
diretto.

Questa osservazione e senz’altro valida nel mondo macroscopico descritto
dalla fisica classica, ma non & accettabile in un contesto quantistico. Infatti
la funzione d’onda di una particella carica in un campo elettromagnetico, che

8Si veda il capitolo successivo.
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contiene tutta 'informazione sullo stato del sistema, € la soluzione di un’equa-
zione d’onda in cui figurano i potenziali elettromagnetici. Pertanto un sistema
quantistico viene influenzato dal potenziale vettore magnetico, la cui singolarita
potrebbe portare a risultati fisici privi di senso.

Per risolvere questo problema, Dirac suppose che la stringa che accompagna
il monopolo non sia fisicamente osservabile, ossia non eserciti nessuna influenza
sul mondo esterno, e postulo, inoltre, che la funzione d’onda di una particella
sia nulla nei punti della corda.

Tale congettura, nota come “veto di Dirac”, equivale ad imporre che una
particella abbia una probabilita uguale a zero di trovarsi sulla stringa di Dirac,
ovvero che non possa mai attraversarla. La stringa di Dirac sarebbe percio del
tutto inaccessibile.

Tuttavia, in lavori successivi (1948), Dirac riprese e approfondi questo po-
stulato, da molti considerato troppo arbitrario e quindi criticato.

In effetti, le difficolta teoriche connesse alla stringa sono state per molti anni
una sorta di ostacolo alla prosecuzione dei lavori di Dirac. Ad ogni modo, &
possibile eliminare radicalmente la presenza della stringa, cambiando punto di
vista e non imponendo la condizione (alquanto stringente) dell’esistenza di un
unico vettore potenziale che definisce il campo magnetico B.

Innanzitutto, ¢ utile dimostrare che non ¢ possibile definire un unico poten-
ziale A, per tutto lo spazio fisico, privo di singolarita.

Proposizione 7. Se la carica magnetica g # 0, esiste una singolarita su ogni
sfera centrata nel monopolo.

Q2

Figura 3.6: Varieta sferica S? suddivisa in due regioni.

Dimostrazione. Si consideri un’arbitraria sfera centrata nel monopolo g e si
supponga che esista un potenziale vettore A tale che rotA = B, che non presenta
singolarita sulla sfera. Allora, per il Teorema di Stokes, si ha

]{A-dl:QA
~

fA~d1:QB
¥
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dove Q4 e Qp sono il flusso del campo B rispettivamente attraverso la calotta
superiore e inferiore, individuate da 7. Sottraendo le due equazioni, in modo da
ottenere il flusso totale esterno, si ha la seguente contraddizione:

0=Qu—Qp = 4rg #0.

Questo implica che sulla sfera ci deve essere una singolarita; ma, dal momento
che il raggio della sfera & arbitrario, deve esserci una singolarita su ogni sfera e,
quindi, si ha una stringa di singolarita. O

Il modo di eliminare la singolarita si ricollega al problema di trovare un
sistema di coordinate sulla superficie di una sfera. E possibile dimostrare che
non esiste un unico sistema di due coordinate che ricopra interamente questa
varieta senza una singolarita.

2 & A
Pl . 7

Ptk F AR
el 7 i

Figura 3.7: Due sistemi di coordinate ricoprono interamente la sfera S? e
costituiscono un’atlante per tale varieta.

Il problema puo, tuttavia, essere risolto, usando due sistemi di coordinate,
in modo tale che 'uno copra ’emisfero nord e ’altro ’emisfero sud. Dividendo
la sfera in due regioni (U, e U_), si possono definire due diversi potenziali per

ciascuna delle due aree?:
nU,: Af=0, AJ =0, A} = rsignﬁ(l — cos ) (3.23)
mU_: A7 =0, Ay =0, A, = —mfw(l + cos®) (3.24)

Si puo, inoltre, notare che questi vettori potenziali non hanno singolarita
nella regione in cui sono definiti. Si consideri adesso la regione di sovrapposizione
delle due aree (che corrisponde alla fascia equatoriale sulla sfera: Uy NU_ ~pyp
S1). In questa regione entrambi i potenziali definiscono il campo B, ossia

rotAt =rotA~. (3.25)

9Si puod facilmente dimostrare che entrambi questi potenziali definiscono il corretto campo
magnetico di un monopolo di carica g.
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Tale relazione implica che i due potenziali differiscono per il gradiente di una
funzione scalare:
AT - A" =k -Va (3.26)

dove k & una costante opportuna affinché I’equazione di Schrodinger rimanga
invariata sotto la trasformazione di gauge A — A + k- Va.
L’equazione di Schrédinger per un elettrone (non relativistico) nel campo

creato da un monopolo & uguale a!®
i( —EA)QerVz/;—Ew (3.27)
om \P 7 ¢ N '
ossia
1 (h e 2
— (=V—--A) v+ Vy=Ey. (3.28)
2m \ 1 c

Applicando le seguenti trasformazioni di gauge A" — AT +k-Va=A" ¢
T — te’™ = ¢, si ottiene un sistema di tre equazioni nella sola incognita
k, a patto di imporre che la funzione « sia armonica, ossia tale che Aa = 0.

Si ricava, quindi, il coefficiente k necessario per definire il gauge tra i due
potenziali AT e A

hc

k= - (3.29)

Si puo inoltre osservare che la differenza tra i due vettori potenziali & uguale

_ 2g he
AT—A = —.
rsinﬁe“p e Ve

con (in coordinate sferiche)

Vo= 122, , 1 Oa Oa
T 09 " T rsindop 2 or
Quindi
2eqg
= —¢. 3.30
a=-"y (3.30)

In conclusione, le funzioni d’onda degli elettroni attorno al monopolo sono
descritte da una sezione, e non da una funzione ordinaria. Dal momento che le
sezioni d’onda sono completamente definite su ciascuna regione (Uy e U_), &
necessario che tali sezioni assumano lo stesso valore dopo aver compiuto un giro
attorno alla fascia equatoriale, ossia

U(r, 9, @, t) = P(r, 9, o + 2m,t).

101,’equazione di Schrédinger in presenza di un campo elettromagnetico é uguale a

1 <p— EA)QerVw:m%w.

2m

Si supponga, come ansatz, che la soluzione v sia un prodotto di due funzioni del tipo

B t) = e~ KEUG(x),

dove E é I’energia della particella a cui é associata la funzione d’onda . Allora é sufficiente
sostituire tale espressione nell’equazione di Schrodinger per ricavare ’equazione scritta sopra.
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Ma cio accade

= eia(ga) = eia(<p+27'r) & ei%‘»p = Ei 2;5 (p+2m)
€9
& 47777 =2mn conn € Z. (3.31)
c

E stata nuovamente ricavata la condizione di quantizzazione di Dirac.

Riprendendo il discorso sul calcolo del flusso totale del campo B attraverso
una sfera centrata nel monopolo, € possibile sfruttare i due potenziali vettori
definiti precedentemente e ottenere quanto segue. Se si denota di nuovo Q4 e
Qp i flussi del campo attraverso la calotta superiore e inferiore e si applica il
teorema di Stokes, si ha

QA—QB:}I{(AJF—A_)~d1=2g}l{d¢:2gAap:47rg. (3.32)
2l 2l
Non vi & piu la contraddizione che sorgeva quando si considerava soltanto un
vettore potenziale.

Questo risultato ¢ uno dei metodi fondamentali per dimostrare il teorema di
Gauss-Bonnet che sara esposto in seguito.
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Capitolo 4

Un approccio matematico
alla quantizzazione di Dirac

Questa sezione presenta sinteticamente alcuni concetti della teoria dei fibrati, al
fine di discutere in modo matematico il concetto di monopolo magnetico. E stata
privata di alcune dimostrazioni, per non appesantire ulteriormente 1’elaborato.
Per una trattazione pitt approfondita si rimanda al testo [2].

4.1 Fibrati principali

Definizione 8. Un fibrato ¢ un insieme (P, X, 7, G) che gode delle seguenti
proprieta:

e P e X sono spazi topologici; in particolare, lo spazio X & detto base;

e 7: P — X & una mappa continua e suriettiva;

7~ 1(z), per ogni x € X & omeomorfo ad uno spazio topologico F. In
questo caso, 7~ !(x) & chiamata la fibra nel punto z (& indicata anche
come F,) e lo spazio F' ¢ detto fibra tipica;

e G & un gruppo di Lie' di omeomorfismi F — F;

Inoltre il fibrato presenta un ricoprimento di X tramite una famiglia di aperti
{U;]j € J} tale che:

a) il fibrato & localmente banale?, i.e. 771(U;) ¢ omeomorfo al prodotto carte-
siano U; x F, Vj € J. L’omeomorfismo ¢; : =1 (U;) — U; x F & del tipo
¢i(p) = (w(p), $j (p)) e il diagramma nella figura (4.1) ¢ commutativo.
L’insieme {Uj, ¢;} ¢ una famiglia di banalizzazioni locali del fibrato. Sia
z € Uj, allora $j|pr = QZH ¢ un omeomorfismo tra F, e F;

1Per la definizione di gruppo di Lie vedi la sottosezione 4.2.1.
2Un esempio di fibrato banale ¢ il fibrato cartesiano (A x B,B,mp) con mp la proiezione

sul secondo elemento del prodotto cartesiano definita nel seguente modo: 7 (z%, ) = xb.
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g Uj xF

Canonical
4 projection

Figura 4.1: (proiezione canonica) o ¢; =7

b) esiste una correlazione tra i sottofibrati banali definiti sugli aperti U; che
ricoprono la base. Sia x € U; N Uy, la relazione tra le mappe $j,x e gb?k,x
definisce la struttura del fibrato; inoltre, I’omeomorfismo (;Aﬁj’x o QASI;; :F—> F
¢ un elemento del gruppo strutturale G?; 7

Figura 4.2: Rappresentazione grafica dell’omeomorfismo g;(x).

c) le mappe indotte, chiamate funzioni di transizione, g;; : U; N U, — G,

z— gjk(z) =@jz 0 &;i, sono continue; inoltre soddisfano la relazione
95k ()i (x) = gji(x)
Esempio: il nastro di Mobius.
e Base: S' di lunghezza 4a ricoperta da due aperti U, e Us
Ur={z|-2a<z<a}, Us={z]0 <z < 3a}
dove z ¢ la coordinata di un punto di S!, quindi z ~ z + 4na, n € Z.

e Proiezione: m(p) € S*; identificando un punto di S* con le sue coordinate,
si puo scrivere m(p) = zp.

3In questo caso, I’elemento g € G ¢ identificato con la trasformazione og: F— F, un
elemento del gruppo di trasformazioni.
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o Fibra Tipica: FF =1 CR;

17 HU) — Uy xI
p = 61(p) = (n(p), é1(p))

dove $1 (p) = 1ip, con iy la coordinata di (;A51 (p) € I (in modo analogo si
definisce ¢s).

e Gruppo strutturale: lintersezione di U; e Uy € uguale a due insiemi di-
sgiunti Ve W

V={z0<z<a}l e W={z]|-2a<z<—a}
Sia p tale che 7(p) € V

O, (0) = iy G20, (0) = iy D1z, 0 B3, = ¢
Sia ¢ tale che w(q) € W

$1,2,(q) =gy b2.2,(0) = —ig, Gra,005% =

dove e e g sono gli elementi del gruppo di simmetria di ordine 2 (~;s, Z2).

P, 7 c

i - / (pl q)z
' %)Q 0/?' v
T e el o

' '7’:: //%/ // //u

Upx I Up xI

-2af

s

Figura 4.3: Costruzione di un nastro di Mobius: i punti con la stessa etichetta
A, B,C, D sono identificati.

Viene ora introdotto un caso particolare di fibrato chiamato “fibrato princi-
pale”.

Definizione 9. Un fibrato in cui la fibra tipica F' e il gruppo strutturale G sono
isomorfi e in cui G agisce su F' mediante una traslazione sinistra* & chiamato
fibrato principale.

Da questa definizione, si puo, quindi, notare che il nastro di Moébius non &
un fibrato principale, dal momento che la sua fibra tipica ¢ un intervallo e il suo
gruppo strutturale e Zs.

4Viene definita traslazione sinistra la seguente applicazione: Ly : G — G tale che Ly(h)
gh. Analogamente si definisce traslazione destra l'applicazione Ry : G — G tale che Ry (h)
hg.
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A questo punto, & necessario definire una mappa ﬁg : P — P chiamata
azione destra di G sul fibrato principale (P, X, 7, ), che sara fondamentale
nella successiva definizione di “connessione” (vedi sezione 4.2). Sia {U;} il
ricoprimento di X usato per definire la struttura di fibrato. Inizialmente, tale
mappa viene definita su 771 (U;) e in seguito si dimostra che pud essere definita
coerentemente sull’intero fibrato.

Siap € m Y (z) = Fp,z € U; (= p € 7 1(U;)) e si definisca la mappa g; nel
seguente modo: R

9i = ¢i,w (p)

Allora, per definizione,

(Ryp); 072 (Regi) = 672 (9:9) (4.1)

dove &;; Ui X F o~y U x G — 77 1(U;).  Si pud notare che p e ]Aégp
appartengono alla stessa fibra.

Rg

Figura 4.4: Schematizzazione dell’azione destra di G. La mappa puntinata &
gij(z) ed &, per definizione, una traslazione sinistra.
Osservazione 10. Si puo facilmente dimostrare che

R.Lh Ry2 = Rgzgl (4'2)
e, quindi, {§g|g € G} & un gruppo (anti)isomorfo a G.

Proposizione 11. Vp € 7= (U; N Uj;)

(Rgp)i = (Rgp); (4.3)
Dimostrazione. Siap € F,, x € U; N Uj:
$ja(p) =g; € 0ia(p) = gii

allora,
i = iz 0 050 (95)-
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Per definizione, G agisce su I’ = G per traslazione sinistra; per x € U; N Uj, sia
gij(x) l'elemento di G tale che

iz O 5;;(9) =gij(r)g Vg€ q.

Quindi, si ha
9i = 9ij(2)g;

(§]
Bep)y L 650
= ;L00is00;5.(9i9)
= ¢;.2(9i;(2)9;9)
= $;(9:9)
def. &

O

Il risultato di questa proposizione garantisce che la mappa Eg ¢ indipendente
dalla scelta dell’aperto U; contenente x = 7(p) e che, quindi, ¢ ben definita su
tutto P. Si puo quindi scrivere

Ry(p) = ¢;t 0 Ryo i u(p), a=m(p) €U (4.4)

4.2 Connessione su un fibrato principale

In un fibrato principale (P, X, 7, G) ogni fibra ¢ isomorfa alla fibra tipica G;
tuttavia, non vi & un isomorfismo canonico: dipende dal ricoprimento {U;} di
X e dalla scelta delle mappe ¢; : 7~ *(U;) — U; x G.

Una connessione su P porta ad una corrispondenza tra due fibre qualsia-
si lungo una curva C' in X. Un punto p della fibra su un punto della curva
z € C C X in riferimento a questa corrispondenza ¢ detto traslato parallela-
mente lungo la curva. La curva C descritta dal trasporto parallelo di p e detta
sollevamento orizzontale della curva C.

Per ottenere il sollevamento orizzontale di una curva C' di X, e sufficiente
associare ad ogni vettore tangente v, ad un punto x € X, e ad ogni punto p
della fibra G, = 7~ !(x), un vettore tangente v, a P nel punto p, chiamato
vettore orizzontale, che si proietta su v, tramite la mappa «’ : TP — TX
(Papplicazione tangente).

Il sollevamento orizzontale della curva C, attraverso un punto p € P, &
dunque definito come la curva integrale di questi vettori orizzontali.

Inoltre, € necessario che valgano le seguenti proprieta:

e il trasporto parallelo sia compatibile con la struttura differenziale e di
fibrato principale di P;

e la mappa appena definita T,(X) — T,,(P), v, — V,, preservi la struttura
vettoriale e sia differenziabile rispetto ad x;

29



e due sollevamenti orizzontali 51 e 52 di una stessa curva C, dati dalla
stessa connessione, ma attraverso punti diversi p; e py della fibra 7=1(x),
siano collegati dalla trasformazione R, che porta p; in pa;

Queste richieste portano alla seguente definizione di connessione.

Definizione 12 (I). Una connessione su un fibrato principale (P, X, 7, G)
¢ una mappa o, : T(X) — T,(P), © = w(p) per ogni p € P tale che

a) op ¢ lineare;

o

o

o, dipende in modo differenziabile da p;

[N

)
) m’ o0, & la mappa identica su T,(X);
)
)

Ohyp = Ryoy,, g € G;

Sia C : I C R — X, tale che t — C(t), una curva in X passante per il punto
xg = C(0) e sia pp un punto della fibra di xy. La traslazione parallela di pg
lungo C' ¢ data dalla curva integrale C:ICR— P, tale che t — a(t) =p,
definita dalle relazioni

ac() _ (dC’(t)

g ). o =m (45)

Osservazione 13. Vt: 7C(t) = C(t), per il punto b).

L’azione destra di G su P commuta con il trasporto parallelo: due sollevamenti
orizzontali Cy e Cy della stessa curva C' soddisfano la relazione

Ca(t) = RyCi (1) (4.6)

per ogni t, con lo stesso elemento g € G, se soddisfano tale relazione per
t=0

62 (0) =Pp2 = Egpl = Egal (O)a (47)

dal momento che entrambi i membri soddisfano la stessa equazione differen-
ziale (per il punto d)).

Poiche o, ¢ lineare, lo spazio dei vettori orizzontali a p
H, =0,(Tx(X)) con = = m(p)

& un sottospazio vettoriale di T,,(P). Grazie alla proprieta b) della definizione,

si ha anche
7 (H,) = To(X) (4.8)

quindi H), & isomorfo a T, (X) tramite la mappa lineare 7’;
Si puo riformulare la definizione di connessione in termini di spazio di vettori
orizzontali H), nel seguente modo.
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Definizione 14 (IT). Una connessione su un fibrato principale (P, X, 7, G)
¢ un campo di spazi vettoriali H,, H, C T,(P), tali che

a) 7' : H, — T,(X) ¢ un isomorfismo;
b) H, dipende in modo differenziabile da p;

o) Hp , = RyH,y;

Gli elementi di H), sono i vettori orizzontali a p, mentre gli elementi dello
spazio tangente T),(F,) =V, alla fibra F, = G nel punto p sono detti vettori
verticali. Si puo dimostrare che T,,(P) = H, @V, e, quindi, ogni v € T,,(P)
puo essere univocamente scritto come

vV=vyg+vVy, convyg € H,, vy € V. (4.9)

Poiché G agisce su P attraverso l'azione destra Rg, esiste un isomorfismo
vettoriale naturale tra l’algebra di Lie G del gruppo G e Vj;:

Yip) eVy: v(p) =V (4.10)

Sia v(p) € V,, allora tale vettore si puo esprimere mediante la seguente
relazione:

d(Rgs)p)

- (4.11)

v(p) =
s=0
Infatti, per definizione di spazio tangente (V,, = T,(Fy)), ogni vettore di tale
spazio e il vettore tangente di una opportuna curva definita sullo spazio di base
F,. Possiamo, inoltre, definire tale curva a partire da un opportuno punto p
mediante ’azione destra del gruppo G.

Si consideri, ora, v un elemento dell’algebra di Lie G; allora, vale la se-
guente relazione (vedi la digressione sulle algebre di Lie poco pit avanti, nella
sottosezione 4.2.1)

v(g) = L;G(e). (4.12)

In conclusione, si puo definire I'isomorfismo canonico tra V,, e G nel seguente
modo:

v(p) = W oV =L, v(e) (4.13)
s=0
dove d
v(e) = fi(;) L), (4.14)

Se si considera I'insieme degli spazi orizzontali Hy,, si ha, per ogni p € P,
una famiglia di mappe lineari (ben definite)

T,(P) — G
vV — Vy=Verv (4.15)

e I'insieme di queste mappe € una 1-forma w su P a valori nello spazio vettoriale
g:
w(v) =ver v (4.16)

Vv € T,(P); e, quindi, w(hor v) = 0.



Si perviene, infine, alla terza definizione di “connessione” (equivalente alle
precedenti).

Definizione 15 (III). Una connessione sul fibrato principale (P, X, 7, G)
¢ una 1-forma w su P a valori nello spazio vettoriale G° tale che

a) wp(u) =1, dove u € V,, e u € G sono collegati dall’isomorfismo canonico;

b) w, dipende in modo differenziabile da p;

¢) wp,(Byv) = Ad(g™)wy(v)%;

Osservazione 16. Se ¢ data una connessione mediante la definizione (15), si
puo definire lo spazio dei vettori orizzontali come il nucleo delle mappe wy, :
T,(P) — G, ossia

Hy = {v e T,(P)| wp(v) =0} .

4.2.1 Digressione: gruppi di Lie e algebre di Lie.

Sia G un gruppo. Esso viene chiamato gruppo di Lie se ¢ anche una varieta
differenziabile tale che le operazioni di prodotto (G x G — G, (z,y) — xy) e
inverso (G — G, x — z~ ') sono differenziabili.

Si consideri il seguente gruppo di trasformazioni di G in sé:

{Ly: G — G tale che h— gh | g € G}.
Un campo vettoriale v7 su G & invariante a sinistra se
Ly(v(h)) = v(Ly(h)) = v(gh), Vg,h€G. (4.17)
Allora, si ha
Ly =v(g) se v=v(e). (4.18)

Viceversa, la relazione L)y = v(g) garantisce che il campo vettoriale v sia
invariante a sinistra:

v(Lgh) = v(gh) = Ly, v(e) = (Lg o Ly) vie) = Ly o Lyv(e) = Lyv(h). (4.19)

In questo modo, & stata appena dimostrata la seguente proposizione:

Proposizione 17. Esiste una corrispondenza biunivoca tra l’insieme dei cam-
pi vettoriali invarianti a sinistra e lo spazio T.(G) dei vettori tangenti a G
nell’elemento neutro e.

5In generale, una g-forma ¢ & una applicazione antisimmetrica:
P — AYP)
p = pp € AL(P) ~ Ling a(Tp(P),V)
dove V' & uno spazio vettoriale.
6Yg € G viene definito aggiunto di g il seguente operatore: Ad(g) : G — G, tale che Vy € G
-1
Y gvg9 -
7Un campo vettoriale v sulla varietdh X & un’applicazione definita nel modo seguente:
X - T(X)
Tz = ve € Tx(X).
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Osservazione 18. L’insieme dei campi vettoriali invarianti a sinistra ¢ dunque
uno spazio vettoriale con dimensione pari alla dimensione di T,(G), ossia della
stessa dimensione del gruppo G.

Inoltre, si puo dimostrare che I'insieme dei campi invarianti a sinistra & chiuso
rispetto alle parentesi di Lie ([, ]). In conclusione, tale spazio ¢ un’algebra di
Lie, chiamata algebra di Lie G del gruppo G.

4.3 Connessioni locali sulla varieta di base

Data una connessione w, si vuole associare ad ogni sezione® locale (differenzia-
bile) di #=1(U) C P (con U C X) una 1-forma su U a valori in G. Sia

f:UCX— f(UCP, wof=1d

una sezione locale di P; € possibile definire una 1-forma w = f*w su U valori in
G tramite il pull-back di w lungo f:

VueT,(X),zeU: (f'w)s(1) =wpu (f(u)
Viceversa:

Proposizione 19. Data una 1-forma differenziabile w su U a valori in G e
una sezione differenziabile f sun=1(U) = 3! connessione w su = 1(U) tale che
ffw=w.

Dimostrazione. Sia v € Ty, (P), po = f(x¢); si pud scrivere
V=vV]+ Vs

dove vi = (f' o 7')v e vy & un vettore verticale (infatti

/ / !/ !/ / /

TV=nTVi+7TVeo=7TV+aTVy =>7mTvy=0
poiché 7’ o f' =1d).
Si definisca, quindi, una 1-forma w a valori in G in ogni punto py € f(U)
della sezione nel seguente modo
Wpo (V) = Wy (7'v) + V2

dove Vo ¢ ottenuto da vo mediante I'isomorfismo canonico V,, — G.
Si estenda, ora, w a tutti i punti di 771(U) attraverso 'azione di G, ossia

wp(v) = Ad(g ™ wp, (R, 1)'V)

se p = Egpo. La 1-forma appena definita soddisfa le proprieta 1-2-3 della
definizione (15) ed & I'unica che tale che f*w =w. O

8Una sezione di un fibrato (P, X, 7) & una mappa
f:X—>P
tale che mo f = Id.

33



Questa costruzione puo essere estesa al caso in cui @ sia una 1-forma diffe-
renziabile definita su tutta la base X.

Tuttavia, ¢ importante notare che se P non ¢ un fibrato banale, la 1-forma
w non ¢ il pull-back di w lungo una sezione differenziabile globale f : X — P,
dal momento che in questo caso tale sezione non esiste.

Definizione 20. Sia Id : U; — U; x G tale che x — (z,¢). Una sezione s; di
7~1(U;) canonicamente associata alla banalizzazione ¢; ¢ I'applicazione

s;=¢; Lold (4.20)

La 1-forma w; = s;w su U; e chiamata forma connessione nella banaliz-
zazione locale ¢;.

Proposizione 21. In un punto x € U; NU; le forme connessioni W; e W;, net
gauge locali ¢; e ¢;, che corrispondono alla stessa connessione w sono collegate
dalla relazione

Wi = Ad(g;; (2)@j2 + (9500w (4.21)
dove g;; € la funzione di transizione
9ij - Uz n UJ - G
= gij(x) =¢izod;,
e (g;-‘iHMC)Z e il pull-back su U; NU; della 1-forma di Maurer-Cartan su G?
mediante la funzione di transizione.

Osservazione 22. Nel caso in cui G sia un sottogruppo del gruppo GL(n) e
agisca su T'X mediante trasformazioni lineari, la trasformazione precedente puo
essere riscritta nel seguente modo:

wi(v) = gj_il(a:)wj (v)gji(z) + g]-_il(x)g;i(a:)v. (4.22)

In ambito fisico, le 1-forme w; vengono chiamate potenziali di gauge
e le banalizzazioni ¢; sono i gauge locali. Le w; sono uguali al potenziale
tradizionale A a meno di costanti moltiplicative:

wi(x) = ieA;(x). (4.23)

Si consideri il fibrato principale (P, X, w, G) con gruppo strutturale G = U(1)
(C GL(1,Q)), i.e. il gruppo dei numeri complessi z di norma unitaria (z = ).
Si definiscano, inoltre, le funzioni di transizione g;; : U;NU; — U(1) nel seguente
modo g;;(x) = @) gi;(x) = e 19(*) dove ¢(2) & una funzione a valori reali
definita su U; N U;. Allora, la legge di trasformazione dei potenziali sotto un
cambio di gauge ¢ data da

Ai(v) = A, (v) + éqﬁ'(m)v (4.24)

ossia, in coordinate
1
Aot = Ay of + =0, 0(x)vt. (4.25)
e

Si puo notare che questa legge di trasformazione ¢ valida su U; N Uj, ossia
quando i potenziali sono definiti su aperti omeomorfi a R".

9La forma canonica o forma di Maurer-Cartan 6 su un gruppo di Lie & una 1-forma a valori
nell’algebra di Lie G di G definita attraverso la relazione: 8(vy) = (Ly')'vg = g~ v, (nel
caso in cui G sia il gruppo GL(n) o un suo sottogruppo).
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4.4 Curvatura

Sia (P, X,m,G) un fibrato principale con connessione w. Sia h : T,(P) — H,
tale che v — vg.

Definizione 23. La derivata covariante esterna Dy di una r-forma ¢ =
P> ®e, su P a valori in qualche spazio vettoriale con base {e,} & la (r+1)-forma
definita nel modo seguente

Do(vi, -+ vppr) = dgp(hvy, -+ hveg) (4.26)
dove dp = (dp®) ® e, ¢ il differenziale esterno.

Definizione 24. La 2-forma
Q = Dw (4.27)

su P a valori in G € chiamata forma curvatura della connessione w.

Proposizione 25 (Equazione strutturale di Cartan). Se w ¢ una connes-
sione su P e Q = Dw, allora si ha

Qu, v) = dw(u, v) + [w(w),w(v)] = dw(u, v) + %[w,w](u, v) (4.28)

Osservazione 26. In una banalizzazione locale (U, ¢;) la 2-forma €2 su 71 U;)
¢ rappresentata dalla 2-forma §2; su U;, definita attraverso la sezione s;:

Q; =s5Q, cons;=¢; ' old. (4.29)

K3

Sfruttando I'equazione di Cartan, si ottiene

Q = s50=s(dw+ [w,w]) =
= d(sjw) + sjlw,w] =

1

Nel caso in cui il gruppo strutturale G sia abeliano, 'ultima equazione si
semplifica ulteriormente: -
Q; = dw;, (4.31)

Si consideri adesso il fibrato (P, X, 7, U(1)), con X ~gmeo R? o spaziotempo
e U(1) il gruppo unitario (abeliano). Dal momento che R* & contraibile, il fibrato
P & banalizzabile'® e ha, dunque, senso parlare di una connessione globale @
(pull-back di una connessione w su P) su X e della sua relativa 2-forma curvatura

Q) (pull-back della curvatura €2 su P). Inoltre,

Q=dw

10Un fibrato & banalizzabile se & riducibile ad un fibrato banale. In generale si dice che un
fibrato (principale) (P, X, m, G) ¢ riducibile al fibrato (P1, X, 71, G1) se G1 & un sottogruppo
di G, P & un sottospazio di P e valgono le seguenti relazioni

moi(p) = m(p), VpeP
i(éqp) = Eg(i(l’))a Vpe P, g€ G

dove i: P; — P & la mappa inclusiva.
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e rappresenta il campo elettromagnetico, mediante la seguente relazione:
Q = ieF (4.32)

1
= —gieFapdx® A dx” (4.33)

dove F ¢ la 2-forma sullo spaziotempo rappresentante il campo elettromagnetico
(vedi il capitolo 2.1).

11 primo blocco delle equazioni di Maxwell!
divH = 0
rotE+H = 0 (4.34)

puo essere riscritto nel seguente modo:
Fijr 4 Fiki + Frij =0, (4.35)

ossia

dF = 0. (4.36)

Tale espressione € nota con il nome di identita di Bianchi. Quindi, la 2-forma
F e chiusa su X. D’altra parte, questo risultato & conseguenza del fatto che la
2-forma curvatura ¢ esatta: Q = dw. Allora F = dA, con A = (V,A) (detto
quadripotenziale) o, equivalentemente, H = rotA e E = —A-VV (si vedano
le equazioni di Maxwell nel capitolo 2)'2.

4.5 Discussione sul fibrato principale associato
ad un monopolo

Le equazioni di Maxwell possono contemplare ’esistenza di cariche magnetiche
isolate.

Un monopolo di carica g, posto nell’origine del sistema di riferimento, cree-
rebbe un campo magnetico H (= B nel vuoto) che soddisfa 1’equazione

divH = 4mgd(x). (4.37)

Poiché il campo H presenta una singolarita nell’origine, dove e presente il mo-
nopolo, le equazioni di Maxwell sono soddisfatte su una sottovarieta dello spa-
ziotempo, ottenuta da R* eliminando la linea d’universo ¢ relativa al monopolo
fisso nell’origine.

Tuttavia, il campo H non puo essere descritto da un potenziale vettore A,
come succede nel caso privo di monopoli, e la 2-forma F non e globalmente
esatta.

Infatti, il fibrato deve essere non banalizzabile, dal momento che ’esisten-
za di una sezione globale s fornirebbe un modo per definire il potenziale A
globalmente sullo spaziotempo, ponendo A = s*w.

H1n questo caso sono state scelte le unita di misura in modo tale che ¢ = 1.

12Questo risultato pud essere spiegato anche nel seguente modo: poiché R* ¢ contraibile, il
suo secondo gruppo di coomologia & banale e questo garantisce che ogni 2-forma chiusa su R*
sia anche esatta.
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I fibrati con base R™ (contraibile) sono banalizzabili; d’altra parte, lo spa-
ziotempo in cui & descritto il monopolo X = R*\ {¢} non & contraibile.

Anche i fibrati principali (su uno spazio metrico) con gruppo di struttura,
e quindi con fibra, contraibile (ad esempio, R") sono banalizzabili; quindi, un
monopolo magnetico puod essere descritto soltanto se si sceglie U(1) come gruppo
di gauge per l'elettromagnetismo (U(1) ~omeo S non & contraibile a differenza
del gruppo (R, +)).

Per costruire un fibrato U(1) appropriato per la descrizione di un parti-
colare polo magnetico, si possono definire diversi potenziali sugli aperti di un
ricoprimento di X in modo tale che sulle zone di sovrapposizione i potenziali dif-
feriscano per una trasformazione di gauge, cosicché il campo magnetico definito
in un qualunque punto & equivalente ad un campo creato da un polo collocato
nell’origine.

Queste trasformazioni di gauge possono essere usate per definire le funzio-
ni di transizione g;; di un fibrato principale U(1) su X; i potenziali possono,
quindi, essere interpretati come i pull-back di una 1-forma connessione definita
globalmente sul fibrato attraverso le sezioni locali s;.

Dal momento che R*\ {¢} ¢ omeomorfa a R? x S? e R? ¢ contraibile, la
classificazione di questi fibrati si riduce alla classificazione di fibrati U(1) su S2.

Se si ricopre S? con due fogli che si sovrappongono in una banda arbitra-
riamente sottile attorno all’equatore (~py, S*), si nota che la scelta delle fun-
zioni di transizione si riduce essenzialmente alla scelta di una mappa continua
St —U(1).

I fibrati sono dunque individuati dai differenti modi con cui si puo scegliere
questa mappa. Si puo dimostrare che altre scelte di ricoprimento della varieta
52 non portano a nuove possiblita.

4.6 La condizione di quantizzazione e il Teorema
di Gauss-Bonnet

Definizione 27. Siano (P, X, 7, &) un fibrato principale, w una connessione su
P e Q) la sua curvatura. Una classe caratteristica ¢ un elemento della classe di
coomologia di De Rham H?(X)'?, quindi una g-forma chiusa, definita a partire
dalla forma curvatura Q su X.

Classe di Chern. Consideriamo un fibrato vettoriale'* complesso E su
una varietd differenziabile (reale) X, con fibra tipica C™ e gruppo strutturale
GL(m,C) e il suo fibrato principale associato!® (P, X, 7, GL(m,C)). Sia Q la
forma curvatura di una qualche connessione w su P.

13Viene definito g-esimo gruppo di coomologia di uno spazio topologico X il gruppo quo-
ziente HY(X) = %, dove Z1 ¢ il gruppo libero delle forme chiuse e B? ¢ il gruppo libero
delle forme esatte.

14Un fibrato vettoriale & un fibrato in cui la fibra tipica F' & uno spazio vettoriale e il gruppo
G ¢ il gruppo lineare.

158i dice che un fibrato vettoriale (E, X, 71, I, G) & associato al fibrato principale (P, X, 7, G)
tramite la rappresentazione p di G se le sue funzioni di transizione sono le immagini, sotto p,

delle corrispondenti funzioni di transizione del fibrato principale P.
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La n-esima classe di Chern C,,(E) del fibrato vettoriale complesso su X ¢ la
classe di coomologia di una 2n-forma chiusa =, su X, definita come segue

_ D" gt o AT 4.38
T = @miyn ()l Gt BT (4.38)
se si esprime la forma curvatura su X come 2-forma a valori nello spazio delle
matrici (ﬁ;)w.
In particolare si ha

_ 1 _ _
Yo =1, 71 = —(2m) " rQ, vy = 5(2m‘)*2 (trQ)? —tr(QAQY)), -+ (4.39)
Nel caso di un monopolo magnetico, la forma curvatura locale &

Q; = ieF; su U, = {calotta superiore} (4.40)
Q_ = ieF_ suU_ = {calotta inferiore} (4.41)

e 'unica classe di Chern non banale ¢ la prima:

e
nly, =5 Fe, =0 vnz2 (4.42)

Classe di Eulero. La classe di Eulero di una varieta differenziabile orien-
tata X di dimensione pari 2n & la classe caratteristica del fibrato tangente
rappresentata dalla seguente 2n-forma chiusa su X:

(—1)?7, 1,--+,2 —11 —don_1
n = g ()t it i A A S, (4.43)

—i . . . .
dove Qj ¢ la 2-forma curvatura di una connessione riemanniana su X 7.

Una classe caratteristica ¢ un’invariante topologica del fibrato a cui e riferita;
questo e vero anche per I'integrale di un suo rappresentante lungo un ciclo sulla
varieta di base X. L’invariante piu conosciuto di questo tipo e il numero di
Eulero di una varieta di dimensione pari X, che e l'integrale su X della classe
di Eulero del suo fibrato tangente.

Proposizione 28 (Teorema di Gauss-Bonnet). Sia X una varietd 2n-
dimensionale, orientata, compatta e riemanniana; sia v la sua classe di Fulero
e x la caratteristica di Eulero-Poincaré'®. Allora

X(X) = /X Vn (4.44)

il numero di Fulero di X é uguale alla sua caratteristica.

167157 n
L L . . . .
ne di (i1, ,in), +1 se (j1, - ,Jn) & una permutazione pari di (i1,---,in), —1 se & una
permutazione dispari.
17Una connessione riemanniana & una particolare connessione definita su una varietd
riemanniana a partire dal tensore metrico g.
18Se X & una varietd di dimensione n, allora la sua caratteristica & uguale a

¢ il tensore di Kronecker: esso vale 0 se (ji, - ,Jjn) non & una permutazio-

n

X(X) =D (1),

q=0

dove, per ogni g, bg € il numero di Betti, ossia la dimensione del g-esimo gruppo di omologia.
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Osservazione 29. I coefficienti della classe di Eulero -y sono stati scelti in modo
tale che il numero di Eulero sia un intero.

Altri importanti invarianti topologici per i fibrati vettoriali complessi sono i
numeri di Chern. E possibile mostrare, sfruttando il teorema di Gauss-Bonnet,
che l'integrale di un rappresentante della k-esima classe di Chern Cj lungo un
2k-ciclo in X, con gli opportuni coefficienti, ¢ un intero.

Il nome di “numero di Chern” viene solitamente dato solo all’integrale cal-
colato su tutta la varieta n-dimensionale di un rappresentante della classe ca-
ratteristica di grado n.

Nel caso fisico di un monopolo magnetico (X ~omeo R? x S2 ~hip S2,
G = U(1) gruppo strutturale), vi & un unico numero di Chern:

Clz/szylz—;</[]+F++/F> (4.45)

F. ¢ chiusa sul rispettivo dominio di definizione Ui ~pmeo R? contraibile,
quindi tale forma e anche esatta:

F.=dA. (4.46)

E dunque possibile applicare il teorema di Stokes ai due integrali scritti prima:

e e
Cl = _E ( o A+ — /S1 A) = _% 51 (A+ - A*) (447)

dove il segno — & dovuto al fatto che la circuitazione del potenziale A _ avviene in
senso opposto a quella del potenziale A . I due potenziali, inoltre, differiscono
per una trasformazione di gauge, come si ¢ visto nell’espressione (3.30):

A_=A; —2gdy (4.48)

dove g € la carica del monopolo.
In conclusione, il numero di Chern & uguale a

e

Ch (—2g) dp = —2eg (4.49)

- 2T S1
Dal momento che il numero di Chern, per il teorema di Gauss-Bonnet, ¢ un
intero, il prodotto di una carica elettrica e della carica di un monopolo ¢ pari a

eg = g conn € Z; (4.50)
ma questa relazione ¢ esattamente la condizione di quantizzazione enunciata nel
capitolo 1, pur di scegliere le unita di misura tali che h=1e c=1.

Si e visto, quindi, che ¢ possibile dare una derivazione alternativa della condi-
zione di quantizzazione di Dirac utilizzando argomenti strettamente matematici
e non solo attraverso ragionamenti fisici.
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Capitolo 5

Conclusioni e sviluppi
successivi

Nel corso del XX secolo, furono compiuti una serie di esperimenti di ricerca dei
monopoli nei raggi cosmici. Altri fisici li hanno cercati nella materia stabile,
in particolare, nelle rocce lunari e nelle rocce delle profondita marine. Altre
ricerche, infine, sono state fatte con gli acceleratori di particelle.

Ad ogni modo, la verifica sperimentale dell’esistenza dei monopoli magnetici
non ¢ ancora stata realizzata e lo stesso Dirac, nell’ultimo periodo della sua vita
(1981), ormai deluso dalla mancanza di conferme empiriche, giunse ad esprimere
I’opinione che i monopoli magnetici non esistano.

Restano particolarmente significative, a riguardo, due espressioni di impor-
tanti fisici contemporanei. Nel 1984, il fisico Giacomelli defini scherzosamente
il monopolo come una “ben nota particella che non si & trovata” (“well known
missing particle”). Una ventina d’anni prima, invece, E. Amaldi commento cosi
le sue ricerche sui monopoli:

Uno dei pochi esempi di idee brillanti che sono rimaste in qual-
che modo al di fuori delle grosse correnti di evoluzione della fisica
senza trovare sino ad oggi né gli indispensabili collegamenti con le
osservazioni sperimentali né argomenti teorici che provano la loro
incompatibilita con le leggi della natura solidamente fondate.

La straordinaria intuizione di Dirac del monopolo ha generato, tuttavia, mol-
t1 sviluppi teorici interessanti. Quando ’elettromagnetismo viene generalizzato,
per descrivere le interazioni nucleari deboli e forti, con il formalismo delle teorie
di gauge o teorie di Yang-Mills, si trovano stati eccitati dei campi che appaiono a
grandi distanze come monopoli magnetici. In questa loro incarnazione moderna
i monopoli non presentano tuttavia una linea nodale, o stringa di Dirac, che li
accompagna.

I monopoli fanno la loro comparsa anche nelle cosiddette Teorie di Grande
Unificazione (GUT), che descrivono I'emergere delle forze fondamentali nell’u-
niverso primordiale. Queste teorie prevedono che i monopoli si siano formati
nel momento in cui 'elettromagnetismo si separo dalle altre forze.

Negli ultimi anni le previsioni teoriche della loro comparsa si sono moltipli-
cate, al punto che i monopoli vengono oggi considerati un naturale prodotto
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di qualsiasi teoria di campo, e non solo dell’elettromagnetismo. Essi compaio-
no anche nella teoria delle stringhe, come brane con carica magnetica, e nella
superconduttivita, come flussi magnetici quantizzati.

In definitiva, i monopoli sembrano svolgere un ruolo fondamentale nell’o-
dierna concezione della natura.
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